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IV-3. 


Gli spazi di Besov sono dotati di molte interessanti proprietà che 
ne fanno un ambiente naturale per lo studio dei problemi ellittici. Le fondamen 


tali saranno per noi le seguenti: 

(a) chiusura di questa classe di spazi rispetto a interpolazione reale e com- 
plessa (in gran parte dei casi); 

(b) buon comportamento rispetto a integrali singolari e moltiplicatori di Fou- 
rier di tipo "classico" anche nei casi "patologici" p=leps= +0; 

(c) chiusura rispetto agli operatori di traccia (nel senso che la traccia di 
uno spazio di Besov sulla frontiera appartiene a uno spazio di Besov sulla 


frontiera). 


Cominciamo a definire gli spazi di Besov 


B* (R") con Q<asi , Isp,gste: 


dh 
tuetP(r")] f Ju(-+h)-2u4u (-h){T TT < 40 
p Nntag 
R° Il 


(1) 8° (R")= (se 1< q< +0) 
{ue LP(R")|sup {njT® Ju(-*+h)-2utu(--h)|_<+>} 
h#0 È 
se q= to 
Se a € R, poniamo 


[a] = max{j€E Z| ja}, {a} = a-[a] 


Poniamo allora, per al, 
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B, a) = {ue ul91>P(g")| v8, |B| = [a], 


x 9 

Confrontiamo questi spazi con altri più noti. Innanzi tutto, si può provare che, 
se 0<oX1 in (1) si ottiene una norma equivalente sostituendo al posto di 

Ju( +h) - 2u + u( MI, |u( +*h)enl,» Inoltre, si può vedere che la norma (1) de- 


finisce B, a per ogni a € J0,2[. 


Se a>0, a€é N, e I<p<+e, lo spazio B5 a(8) coincide con lo spazio 
u°*P(R"). Se ae N, ciò vale solo per p=2. 
Allo scopo di definire B, NUO per a<0, ricordiamo il seguente impor 


tante risultato, dovuto a Calderon: 


TEOREMA 1. (Calderon [1]) Sia a>0, geER tale che a+B>0. Poniamo 17 
F(1+]|8]2)78/° (potenziale di Bessel di ordine 8). Allora, per ogni p,q € 


3 ù è +R,N 
1, +0] u +J *u è un isomorfismo tra 8° R" è BI, 
+ ang p,alf) pa) 


Diventa perciò naturale la seguente definizione: sia as0, 8>0. Ponia 


mo, per lsp.,q £ +, 


8% (R") = td *uluebî (R" 
“a ) ati | ua )| 
In base al risultato di Calderon, è chiaro che lo spazio non dipende dalla scel 
ta di B. 
Veniamo ora a un risultato sugli operatori pseudo-differenziali in 


spazi di Besov: 
TEOREMA 2. (Gibbons [5]). Sia o R'xR">C tale che 


(a) vxeR', ES c(x:E)eG{R") (10 spazio delle funzioni C° in R" a crescita 


lenta con tutte le derivate). 


(b)  weeR" x + afo(x,5)€ B° al") (0<a<1, Isqste), sen". 


(c) AN EN, » tale che veens, con |g|sN 


[° 


|a£0(£) Ng s C(B) c1+]e])7 181 


Allora l'operatore che ha per simbolo o(x,E) è limitato su BS al). 
Utilizzando il risultato di Calderon e quello di Gibbons,si prova 


allora facilmente che: 


TEOREMA 3. Sia megfR") e siano a,a'E R, 1lsp,qst®. Esiste allora 
NE|N|, tale che, se 


|afm(e) | a tia) e [ep <IBL. pur con BEN" con |g]sh, 


- ' 
U +F Lirò) è un operatore lineare e continuo da BS al”) a B5 al”. 


Veniamo ora ad alcuni risultati di interpolazione. Nel seguito indi 
cheremo con CASA 6g l'interpolato reale tra A, e A e col simbolo (AA), 


l'interpolato complesso tra A, e A, 
Vale il seguente risultato: 


TEOREMA 4. Siano 0 30,€ R, o; # dn» 159,0,9] »9p$t>, 0E€]0,1[. AI- 


lora, 


(04 


, (1-6)a, +0, 


Lili. DE n _ n 
(R), di, e,q = B (R) 


P39j PsQ 


: È ui da 
Se Q,?%]) non sono entrambi uguali a + e 1spp*90?P1:%45 per ag »%]€ R 


1 n a n 
e de isla Be, 
Po?%o 59% 0 P:9 
con a = (1-0)a, + aj, EO+ 1 Lu Li 
Po P] Pg q 


Il risultato è falso se 4,” 97 +0, 


Si può provare, inoltre, che WpeE[1,t©], 
(o) n P;pN (o) n 

B R)EL'(R)CB R 

n 1(R" e LPCR") e 8 L(R) 


Quindi, applicando i risultati di reiterazione, si ha WoE]0,1I, lsp,qste, m=l 


em 


Pr"), w"*P(R"))0,q = Bo glR) 


Diamo ora qualche risultato sulla teoria degli integrali singolari negli spazi 
di Besov. 
Cominciamo a ricordare la definizione di distribuzione di tipo 0. 


Sia T eD'(R). Diremo che T è un tipo 0 se 


(1) Sef= TI, , fec(R'\t0}) e |F(x)| < cost |x|T" 
R"\{0} 


(II) Vò e2(R"), se, per t>0, 0,(x) = d(tx), 
sup |<T,67] < +0 
t>0 


Si può dimostrare che, se T eD'(R), T è di tipo 0 se e solo se: 


(a) LN fec(r” \{0}) e |f(x)[s cost |x|"". 
R\{0} 


(b) sup | f(x)dx| < +0 
O<PKSK+%0 
È (r<x<s) 
(c) veec=(R"), con e(x) = 1 in un intorno di 0, 3a€C, tale che, 
vo e2(R), 


T(9) = | f(x)[o(x) - $(0)0(x)]dx + ag(0) 
R" 


Se meN, {+}, diremo che T è regolare di ordine m se wge N°» con |g|sm, 
affecir"\{0}) e laff(x) < ce) |a 


Vale il seguente ben noto risultato: 


TEOREMA 5. (Calderon-Zygmund). Sia T una distruzione di tipo 0 re- 
golare di ordine 1. Wpe]l,te[, u+T*u è un operatore lineare e continuo su 
LP(R"). 

E' facile verificare che tale risultato è estendibile a ogni spazio 
Bo glR) con 1Kp<to, 

Ci interessano però anche i casi estremi p = 1, p= +. 


Vale il seguente risultato: 


TEOREMA 6. (Taibleson [2]) Sia a€ER, p=1 0 p= +®, T un operato- 


) s n de 
re lineare e continuo su BS (R°) che commuta con le traslazioni. Allora 
99 


EM (R") tale che Tf = u*f (vress (R")). 


Inversamente, se ueBi (8), f+ u*f c£(87 al) YaeR, 


9° 


lsp,qsto, 
Si tratta perciò di dare delle condizioni sufficienti affinché una 
distribuzione di tipo 0, di opportuna regolarità, stia in BI (R°). 
9 


Cominciamo anzitutto col dire che non tutte le distribuzioni di ti- 
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$ ar 5 5 0 n . dti de . 
po 0 regolari di ordine è stanno in B} R ). Un esempio tipico è dato dai po- 


> 


tenziali di Riesz: 


Xx. 


<T,6> = lim il - n) 0(x)dx. 
$+0+ |x|p>6e |x| 


Si sa d'altra parte che, se T eD'(R), soddisfa (a), (b), (c) e in più 


(d) |f(x)|dx < +, 


u + T*u è un operatore lineare e continuo in B° (R"), per 0<a< 1. Dunque, in 


3° 


base al Teorema 6, VaeR, lsp,q<to, se T eD'(R°) e soddisfa (a)-(d), 
u> Ttu eL(8° (R")). 
+ ( na! )) 


Veniamo ora a definire gli spazi B, ql9» con 2 aperto di R". Ponia- 


s 


mo 


(0) 


B° (9 = {u|_[ueB 
(0) lol Pg 


Se 9 è, ad esempio, un aperto regolare e limitato di n°, è poi possibile defi 
nire B5 gl09) per carte locali. 


Vale il seguente risultato: 


TEOREMA 7. (123). Sia a€ER, po '+mto<p 1+m+1 (me NU{0}, 
lsp<+®, lsq<+»). Esiste allora un operatore lineare e continuo LA da 80 al) 
a I] 52" (10) tale che, se ue Ca) (u) = ( (9° ) 

11 °p,q , (9), tl VI PREZZEZI Ge Ulso 


Inoltre, Si possiede un rilevamento continuo. 


Veniamo ora alle applicazioni di questi risultati ai problemi el- 


littici. 
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Siamo essenzialmente interessati a risultati di esistenza di solu- 
zioni e di generazione di semigruppi. 


4 È - È “baia de LN 
Cominciamo a considerare il caso di un problema ellittico in R°. 


TEOREMA 8. (13) ). Sia A(x,9) = Ya (x)2%, con a e8°(R") 
|o|<m ha li 
( cioè limitate con tutte le derivate). Supponiamo che esista 8,€ ]-t,T]) e 


©0 tale che |A (x,i£) - r'exp(ie,)1 = C(Jejtr)" vger", xeR", reo. 


Consideriamo il problema 
(3) A(x,9)u - XU = f 


in R". Siano a€R, Isp,gste, feBo a(8"). 
9 
Se X€C,argaA=0,|\=R( con R positivo abbastanza grande), (3) ha un'unica so- 


t 
luzione u in B" “(R"). Inoltre, 
- Ps9 


+m a 
4 DI = n+ |ul® nm 5 IF n 
si IAT HU p,g,g” + Ip g,r IF ,a,r 


con C>0 indipendente da Xx e f. 


Dim. (Cenno). Si comincia a provare il risultato nel caso dei coef- 
ficienti costanti, usando essenzialmente il Teorema 3. Ci si procura poi una 
stima a priori del tipo (4) per una soluzione u con supporto di diametro ab- 
bastanza piccolo. 

Il passo successivo è estendere (4) in modo da ottenere una stima 
a priori per una soluzione u qualunque. Ciò può essere fatto nel caso p=q 
sfruttando il seguente risultato (vedi [6] ). 


Sia iP CCR"), tale che supp x È [-5,8]"(5>0), x (*)20 vxeR", x (*)51 


8 sn “au " a _3, z 
se xE[- 3 » 791 . Per jeZ, poniamo x; (x) xo l* 25)» x(x) LI 
jez 
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w.(x) = ex Allora, VaER, pell, +0] AC 10?) sE 2P) > 0 tali che 


CL n01;f0; < 


)If 
(PIF, pp" “ iflp,p,8"! 


(0 
S C_.(p) FIL p,R° se sitio 


IA 


c, (©) IFI.,R" < sup |y, fla, » R" C,(©) IFI.=.R" se p=to, 


jerl' 


Consideriamo ora l'operatore duale: 


a'(5a) = LO (-1!" la" 0a 0) 


|o|sm 


E' facile vedere che soddisfa condizioni analoghe ad A(x,2). Dunque, 


vale una stima a priori del tipo (4). Sfruttando il fatto che (8, pl") = 


= Bri sp , De ) (se 1 < p< +e) si prova il risultato per a€R, p=q, lsp<to. 


Consideriamo ora il caso p=q=t®. Se fes(R"), sfruttando il caso 


p<+® e il teorema di immersione di Sobolev, si prova che (3) ha un'unica solu 


zione u in BR") wees(R"). Si può poi provare che, WfeB® (R"), - iO 


in S(R") tale che supff,|® - <+© e f,-f+0 in S'(R") WVk 31 u,€ 
k k 
KU >"gn a 


BE (R” ) tale che 


A(x,9)u, - Xu, = f in RL 


+ 
Per la stima "a priori" (4), suplu, Da sE. < +0, Dunque, poiché B° "(R") = 
k . 
=(B i ie passando ad una inline si può supporre 


che uu € B° mi )) nella topologia (85° Mr” Îa BR. 
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Ma ciò implica che u,-u>0 in S'(R"), da cui segue che 


f= S'-lim fx = S'-1imIA(x,a)u,-2u,] = A(x,9)u-Au. 


k+oo k>oo 


Per interpolazione segue poi il risultato generale. 


Passiamo ora al caso di problemi al contorno. Si ha 


Lemma 9. Sia A(3) = d. 


a 3° propriamente ellittico ed esista 
|o|=2m 


8 € ]emt] tale che 
IAGIE) - r°" explio )] è C(|e]+r)?" 


VEE R", rz0. Sia poi , per k=1,...,m By(9) = ), b 


k 30° e siano soddisfatte 
|8|=m 
k 


le seguenti condizioni 


(a) ms 2m-1 Wk 


(BL(a)1" è un sistema normale di operatori di frontiera su RI. 


(c) Per ogni (' sett R$\{(0,0)} il problema di equazioni differen 
ziali ordinarie 


(A(î8',9,) - r°” expliog))v(t)=0 = in r° 


By(iE',ag)V(0) = Ik (k=1,...,M) 


+ 
ha un'unica soluzione v limitata su R V(91--:9m) e cl. Sia poi Be R tale 
2 m +e-mv bl _n- 
che 8>max (m_ +p lsul. Allora, W(91---9n) e II pl? dei (r” l, Wr>0 il pro 
k k=1 
blema 


IV-12. 
2m l _ . n 
A(a)u - r exp(ie.)U =D din 
B (9)u = g 
k |,g? k 


ha un'unica soluzione u€ parts). 
p.q 0 + 


La dimostrazione segue, più o meno liberamente, le idee dei classici 
lavori di Browder ( [7]). La condizione Aig)-1°" exp(i6,) #0 veeR" permet- 
te da una parte di dimostrare l'effettiva esistenza della soluzione (e non so1- 
tanto di darne una stima a priori), dall'altra di poter scrivere un appropria- 
to numero di sue derivate facendo comparire delle distribuzioni di tipo 0 somma 
bili su {xe R"| |x|=1}. Questo permette di ottenere le stime desiderate appli- 
cando il teorema 7. 


Usando il teorema 8 e il lemma 9, si arriva a 


Prop. 10. Sia 9 un aperto limitato di R" con frontiera di classe 
C°,A(x,9) = ) a (x)2, s BL(x33) = ). bg (49°. Supponiamo che: 


|a|s2m Iglsm, 
(I) a, bg € Cc (0) 
(II) A(x,9) è ellittico ed esiste La ]- c N ni tale che 


vue, geR", rz0 , |A (xsic) - relexp(i9,) | > c(Jel+r)?" (50) 


(c) m,< 2m-1 Wk e gli operatori (BL(x,3)}L costituiscono un sistema 


k k=1 


normale di operatori di frontiera 


(d) vxean,  (E,r)eT,(20) x R°\{(0,0)} il problema 
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sii 2m 3 A 
Aire + v(x)a.)v(t)-r exp(ie)v(t) =0 in R 
Bp(xsie'+v(x)a.)v(0) = gg a KS 1a... 


ha un'unica soluzione limitata su R* V(9]3---39 )€ C. Vale allora la seguente 
stima a priori per RER, 2a gem 07! > 0 Vke MANTO 2): esiste C>0, in- 
dipendente da u, tale che 


m si 
puj2mt8 < C(1A(x,a)ul5 + ii (x, a)upamte mp + |u 2m+8-1 


Pa, i P39,92 P39,2 


Usando questa stima "a priori", i classici metodi di S. Agmon e una 


idea di Terreni, si può provare la seguente stima dipendente da un parametro: 


Proposizione 11. Supponiamo (A(x,2), (BL (33) 3) soddisfacenti tutte 


le ipotesi della prop. 10, 0° [- ni $ 3» Siano lsp,q<+®, RER, 
max Mm, + pl -2m < B < min mi Allora, 3R>0 tale che WAEC con Rexz0 e 
k k 
+ 
|x|=®R, si ha per ogni ue Bo” 80): 


B 2m+B 
;I C(JA(x,3)u-2u 
ENIT PE TINI LICFOTET 
2mtg -m-J 
m puarh, u_u m [2mt8]-m 
2m k 
+) Dal oli,pa* 
i 0 KIP9 fi {0 
ia 
i ny j)/(2m) la i {2m+6}, 
Iklp,€,2 ù 


m 
n° -m 3 n = 
v(9,) te. 1€ [I A k(9) tale che BL09)u IK 0. 


k=1 CHO) 
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Siano l<p,qste , gER, min m, <a<min mi + pe; 3R>0 tale che y\1eC con ReXxz0 
k k 


e |x|2R si ha per ogni nega): 


2mtB 
Jul 


8 
nin C(JA(x,9)u - auf 


A| {Ju 
[BI B5,9,0 * p,9sa * 


. m pa pe EE jH(2mt6), 
k=1 30 x Unit 


Da questo risultato, si ricava il risultato conclusivo. 


TEOREMA 12. Siano une 3),B MCO 2))L- 1 Soddisfacenti le ipotesi del 
la prop. 11, lsp,qsto, 2mt BMP lho pi stivra 4R>0 tale che WE C, con 
Rei 2 0, e|\|>R, il problema 


A(x,9)u - Xu = f ino 


B,(x,3)u = 9L|30 


alla 


; A B 
ha un'unica soluzione ue B X) VfeEB 2 09). 
P,g pal) (9) La 1 Ia, 1n0) 


Se poi .ispsto , l<qX+o , B<min mp), l'operatore così definito: 
k 


2a+8( 


D(A, at {ue Bo È k=1,...,m} Au = A(x,9)u 


(2)| By (x38)U| 1970» Bpq 


è il generatore infinitesimale di un semigruppo analitico in BS (9). 
Confrontiamo questo risultato con il seguente di H. "Triebel (vedi 
[4]): 


Consideriamo il problema 
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A(x,9)u = f ino 
(5) 


B,(x+2)U|;q  9k 


Supponiamo che A(x,9) sia propriamente ellittico, gli operatori 


(BL(3))ka1 costituiscono un sistema normale di operatori di frontiera e 


max m <s 2m-1. Supponiamo inoltre che sia soddisfatta la condizione complementa- 
k 


re e che WfXEeC'(q), Ni 1€ I] C° (39) (5) sig una sola SR ue 
k= l; 


C°(f). Allora, se B>pO Lo, feBi 909) (9, k=1f RI pamtosmop”) (99), il 


+ 
problema (5) possiede un'unica soluzione u in sa 3 


Per quanto riguarda la generazione di semigruppi, il risultato è, 
sostanzialmente, il migliore possibile, perché, se q=+t® oppure 


g>min m sp", D(A _) non è denso in BÈ (9). Osserviamo infine che utilizzan- 
K k Bpq P39 | 
do questi risultati, è possibile ricavare qualche informazione su certi proble 


mi ellittici in spazi di funzioni continue o di Lebesgue. Ad esempio, poiché 
BO (a) c Cc(a) c BO 209)» si può dire che, posto D(A) = {u el pu?» P( (2)| 


,l : ini 
A(x,3)ueC(9), B p(x39)U| 3970? (vedi [8]) 
(el 1(9) [BL (x 38)U|3970 c D(A A)c {ue8° (0 (0) [BL(x,3)u|_ 750}. Infine, se 


D(A) = Rigo pics L'(9)}, da Bf j(2)cL'(0) CB (0), 
segue BIT 19 2)n nw®"1 (2) c D(A) Cc i” (a)n Wi (a). 


(Ovviamente D(A) è nel primo caso il dominio dell'operatore con 
condizioni al contorno omogenee in C(9), nel secondo caso la realizzazione 


dell'operatore con condizioni di Dirichlet in L'(0)). 
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